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1. Introduction


















Question : gaussiennes ?
Re´ponse : noyau de la chaleur
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22. Noyau de la chaleur sur Rn
Equation de la chaleur :
{ ∂
∂t u(x, t) = ∆x u(x, t)
u(x, 0) = f(x)
Transformation de Fourier  
{ ∂
∂t Fu(λ, t) = −|λ|
2Fu(λ, t)
Fu(λ, 0) = Ff(λ)
Solution : Fu(λ, t) = Ff(λ) e−t|λ|
2
Transformation de Fourier inverse  u(x, t) = f ∗ ht (x)

























(λr) fonction de Bessel modifie´e
• gaussiennes = fonctions test pour la transformation de Fourier





















fonction de Bessel–Macdonald◦ fonctions d’Hermite
◦ principes d’incertitude, par exemple Hardy :
supposons |f(x)| ≤ C e−s|x|
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st > 14 =⇒ f = 0
st = 14 =⇒ f = const. ht
st < 14 =⇒ infinite´ de f
Remarques probabilistes :
• mesure de probabilite´
• mouvement brownien
◦ re´currence en dimension n = 2
◦ transience en dimension n ≥ 3
33. Noyau de la chaleur sur les espaces hyperboliques
X = Hn espace hyperbolique re´el


































Me´trique riemannienne : ds2 = − dx20 + dx
2
1 + · · ·+ dx
2
n
Partie radiale du laplacien ∆ : ∂
2
∂r2 + (n− 1) coth r
∂
∂r
G = SO0(1, n) groupe de Lorentz








 =⇒ X ' G/K
A =
{(
cosh r 0 sinh r
0 In−1 0
sinh r 0 cosh r︸ ︷︷ ︸
ar





∣∣ r > 0}
De´compositions
{
X = K A+. e0 (polaire)
G = K A+K (Cartan)
Inte´gration :∫
G
dx f(x) = 2 pi
n
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Me´trique : ds2 = 4 |dx|
2
(1−|x|2)2




































Me´trique : ds2 = |dx|
2
x2n
Identifications en petites dimensions :
n = 2 : X ' SL(2, R) / SO(2)
n = 3 : X ' SL(2, C) / SU(2)
5Equation de la chaleur :
{ ∂
∂t u(x, t) = ∆x u(x, t)
u(x, 0) = f(x)
Transformation de Fourier sur X = G/K
 
{ ∂
∂t Fu(λ, t) = −
{




Fu(λ, 0) = Ff(λ)
Solution : Fu(λ, t) = Ff(λ) e−t {λ
2+ ( n−12 )
2}
Transformation de Fourier inverse  u(x, t) =
∫
X
ht(d(x, y)) f(y) dy














( n2−1,− 12 )














2 r)︸ ︷︷ ︸
fonction
hyperge´me´trique
Autre expression explicite :











avec la de´finition suivante de la de´rive´e fractionnaire d’ordre 12 :(
− ∂∂(ch r)
)1











Remarque : La dimension n = 3 est particulie`rement simple
ht(r) = (4pit)
− 32 e−t rsh r e
− r24 t
Encadrement global [Davies & Mandouvalos, 1988] :
ht(r)  t










∀ t > 0 et ∀ r ≥ 0
Remarques :
















2 est le jacobien de l’application exponentielle
TeK(G/K)→ G/K










lorsque t ≤ 1 + r










2  toujours transience !
• {Bt} mouvement brownien, de ge´ne´rateur ∆
LGN : |Bt|t −→ n− 1 p.s.
TCL : |Bt| − (n−1) t√
t
converge vers une loi normale
• ϕ0 e´tat fondamental  {B0t } ϕ0–processus (au sens de Doob)
de ge´ne´rateur ∆0f = ∆f + 〈∇ log ϕ0,∇f〉





converge vers un Bessel de dimension 3
avec e´galite´ en dimension n = 3













2− ζ2} t ht(r)













2 + ζ) r a` l’infini
=⇒ frontie`re de Martin = frontie`re ge´ome´trique (sphe`re a` l’infini)
Principes d’incertitude :
◦ Inde : Sitaram & Co (Sarkar), Thangavelu & Co
◦ Japon : Shimeno
◦ Tunisie : Trime`che & Co
74. Marche ale´atoire simple sur les arbres










































y voisin de x f(y)− f(x) laplacien
{Bn} marche ale´atoire simple ←→ A
n




























et ϕλ(r) = c(λ) q
(− 12+iλ) r + c(−λ) q(−
1
2−iλ) r
Remarque : hn(r) = 0 si
{
r > n
r ≤ n ont des parite´s diffe´rentes







































• ϕ0(r)  (1 + r) q−
r
2








2  toujours transience
• ϕ0 e´tat fondamental  {B0n} ϕ0–marche simple





converge vers un Bessel de dimension 3
Fonction de Green : ζ ≥ 0
gζ(r) = Cζ q
−( 12+ ζ) r a` l’infini
=⇒ frontie`re de Martin = frontie`re ge´ome´trique
Principe d’incertitude : Sitaram & Co
95. Ge´ne´ralisations, perspectives











































































































Hn et Tq sont des espaces hyperboliques au sens de Gromov
• alge´brique :
H2 ' PGL(2, R) / PO(2) et Tp' PGL(2, Qp) / PGL(2, Zp)
• analytique :
◦ meˆmes phe´nome`nes a` grande e´chelle
◦ cas limites de la the´orie de Cherednik
10
PSfrag replacements
cas
euclidien
courbe
non compact
compact
discret
Rn
espace euclidien
Tn
tore
Zn
re´seau entier
Hn
espace hyperbolique
Sn
sphe`re
Tq
arbre homoge`ne
A–orbite
e0
ej
en
K–orbite
N–orbite
0
A+–orbite
en
K–orbite
N–orbite
0
A+–orbite
K–orbite
N–orbite
xn
AHAD
arbres
Cherednik
compact
Dunkl
espaces
euclidien
fonctions
fonctions de Bessel
fonctions de Bessel
fonctions de Jacobi
fonctions sphe´riques
G/K
ge´ne´ralise´es
Heckman–Opdam
hyperboliques
hyperge´ome´triques
immeubles affines
Macdonald
non compact
Opdam
p
p–adique
polynoˆmes
polynoˆmes de Jacobi
q–polynoˆmes
R
n sphe`res
U/K
